代数学III(2024)第8.1講・・・結局、2024年度はこれで終わりとする。
目標　 の分母の有理化の、ユークリッドの互除法を用いた、3つ目の解法を行いたい。
ユークリッドの互除法
[bookmark: _GoBack]基本：　A÷B＝商Q・・・余R だとすると
A＝BQ＋R、最大公約数GCD(A,B) = GCD(B,R)
（注：GCD: the greatest common divisor, GCM: the greatest common measureどちらも可）
GCD(a,b) = pa+qb　(p,q : 整数)　の形に表せる。

問　ユークリッドの互除法を用いて、2112と627の最大公約数GCD(2112, 627)を求めよ。
　　そして、GCD(2112, 627) = p・2112 + q・627　となる整数p, q を求めよ。
（解）
・2112÷ 627 ＝ 商 3・・・余 231　（被除数÷除数＝商・・・余）
∴2112 = 627×３ ＋231　・・・①　（被除数＝除数×商＋余）
・もとの除数と余りを、新たに被除数と除数にして割り進む。
627÷ 231 ＝ 商 2・・・余165
∴627 ＝ 231×2 ＋165　・・・②
・231÷ 165 ＝ 商 1・・・余66
∴231 ＝ 165×１ ＋66　・・・③
・　　　÷ 　　　 ＝ 商　　・・・余　　.
　∴　　　 ＝ 　　　×　　 ＋　　.　・・・④
・　　　÷ 　　　 ＝ 商　　・・・余　　.

GCD(2112, 627) = GCD(627, 231) = GCD(231, 165)＝GCD(　　, 　　)
　＝GCD(　　, 　　) ＝　　.
である。

①②③④を、余 ＝ 被除数−除数×商 の形に直すと、
・231 = 2112 － 627×３　・・・①’
・165 =  627 － 231×2　・・・②’
· 66 =  231 － 165×１　・・・③’
[bookmark: _Hlk171339192]・　　 = 　　　 － 　　　×　　　・・・④’

以下、2112と627をけっして崩さないようにして、上から下に代入していく。
 ①’を②’に代入して、165 = 627－(2112 － 627×３)×2
 　即ち、165=2112×(－2)+627×7・・・②’’
 ①’と②’’を③’に代入して、66=(2112 － 627×３)－(2112×(－2)+627×7)×1
即ち、66=2112×3+627×(－10)・・・③’’
②’’と③’’を④’に代入して、
　　 = (2112×(－2)+627×7) － (2112×3+627×(－10))×　　.
即ち、　　 = 2112×　　 ＋ 627×　　.　　　　　　　　　　　　　　　（終）

∈ ℂ を解の1つとするℚ係数既約多項式（：それ以上ℚ上因数分解できない多項式）は、x³－2である。（このことを、x³－2 は  のℚ上最小多項式であると言う。）
懸案の分数の分母は、
[bookmark: _Hlk171419300]ℚ係数多項式 h(x) = 1+2x+3x² = 3x²+2x+1 で x =  を代入した h() になっている。
　以上を踏まえ、x³－2 と 3x²+2x+1 に互除法を適用しよう。
x³－2は既約なのでx³－2 と 3x²+2x+1 の最大公約式は1（0でない定数）である。
つまり、最大公約式GCD(x³－2, 3x²＋2x＋1) = 1 （定数）である（互いに素だということ）。
　
[bookmark: _Hlk171518692]問　ユークリッド互除法を用いて、u(x)・( x³－2) + v(x)・(3x²+2x+1) = 定数≠0
となるℚ係数多項式u(x),v(x)を1組求めよ。
（解）
・(x³－2)÷(3x²+2x+1) = 商x－ ・・・余x－
 ∴(x³－2) = (3x²+2x+1) (x－)+(x－)・・・①
・もとの除数と余りを、新たに被除数と除数にして割り進む。
[bookmark: _Hlk171519535]　(3x²+2x+1)÷(x－) = 商　　　　　・・・余801.
　∴(3x²+2x+1) = (x－)　　　　　+801・・・②
・(x－)÷801= 商　　　　　 ・・・余0.
①②を、余 ＝ 被除数−除数×商 の形に直すと、
・(x－) ＝ (x³－2) － (3x²+2x+1) (x－) ・・・①’
・801 = (3x²+2x+1) － (x－)　　　　　 ・・・②’
以下、x³－2 と 3x²＋2x＋1 をけっして崩さないようにして、上から下に代入して整理する。
　801 = (3x²+2x+1) － ((x³－2) － (3x²+2x+1) (x－))　　　　　.

      =
 
　　　= 　　　　　　　　　　(x³－2)+ 　　　　　　　　　　(3x²+2x+1)

[bookmark: _Hlk171524567]   即ち、u(x) = 　　　　　　　　　　, v(x) = 　　　　　　　　　　 　　　　　　(終)

上の問で x =  を代入すれば、直ぐに結論が出る。
即ち、u()・( ³－2) + v()・(3+ 2 + 1) = 801
      u()・(－2) + v()・() = 801
                       v()・() = 801
従って、 = 
問　直前のことを実行して、 の分母の有理化を達成せよ。


今日の考察のIdeaをまとめると次の定理を得る。
（本当はここまでこってり行いたかった。）

代数拡大の基本定理
α∈ℂ とし、Kを複素数体ℂの部分体とする。（読みづらければ、Kを有理数体ℚとして読んでください。）
αを解とするK係数既約多項式f(x)があるとする。（このとき、αはK上代数的数であると言う。）
f(x)の次数をnとする。
すると、
K(α)=K[α] = K + Kα + Kα² + ・・・+K
であり、
1, α, α², ・・・,  は, K上線形独立となる。
すなわち、K(α)は体K上のn次元線形空間である。
（驚き：体K(α)が環K[α]と一致し、更にK上n次元線形空間になっている。）
