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定義（可約と既約）
体Kに係数を持つ（K係数）n次多項式 f(x) が、n－1次以下のK係数多項式g(x)とh(x)の積で表されるとき（即ちf(x) = g(x)・h(x) と分解できるとき）、f(x) はK上可約な多項式と言う。
f(x) がK上可約でないとき（即ちこれ以上因数分解できないとき）K上既約であるという。

Gaussの定理
　f(x) ℤ[x] とする。f(x) がℤ上既約ならば、f(x) はℚ上既約である。　（証明略）

問　以下のℤ係数多項式を、ℚ上, ℝ上, ℂ上で因数分解せよ。
[bookmark: _Hlk138514043](1) 2x²+3x－5
(2) x²+3x+1
(3) x²－x +1
(4) x³－1
(5) x³－2
(6) x⁴+1
[縦軸(1)～(6)、横軸ℚ,ℝ,ℂ上で、表にする。因数分解できないものはK上既約。]

代数拡大の基本定理
α∈ℂ とし、Kを複素数体ℂの部分体とする。（読みづらければ、Kを有理数体ℚとして読んでください。）
αを解とする（0多項式以外の）K係数既約多項式 f(x) があるとする（：　f(α)=0ということ）。f(x) の次数をnとする。
すると、
K(α)=K[α] = K + Kα + Kα² + ・・・+K
であり、
1, α, α², ・・・,  は, K上線形独立となる。
すなわち、K(α)は体K上のn次元線形空間である。
（驚き：体K(α)が環K[α]と一致し、更にK上n次元線形空間になっている。）
[証明略]




（注）次の事が知られている（[証明略]）：
αを解とする（0多項式以外の）K係数多項式 f(x) があるとき（：　f(α)=0ということ）、αはK上代数的数であると言う。
K上代数的数αに対し、f(α)=0となる（0多項式以外の）K係数既約多項式 f(x) で、最高次の項の係数が1のものが存在する。これをαのK上最小多項式という。αのK上最小多項式 f(x) は唯一存在する。g(x)がg(α)＝0となるK係数多項式であるならば、g(x) はf(x) で割り切れる。

例：　ℚ上代数的数である ∈ ℂ のℚ上最小多項式は、x³－2 である。
　　　ℚ ()= ℚ [] = ℚ + ℚ + ℚ となる。

例：　ω= とする。これは, x³=1の虚数解の１つである。従って、ωはℚ上代数的数である。
ω∈ ℂ のℚ上最小多項式はx²＋x＋1 である。
ℚ (ω)= ℚ [ω] = ℚ + ℚω となる。
{x³－1}|x=ω=0 なので、x³－1はx²＋x＋1で割り切れる。

問
(1)  のℚ上最小多項式を求めよ。（ヒント：x=と置き、どうやって√を消すか。）
(2)  i のℚ上最小多項式を求めよ。（ヒント：x = と置き、どうやってiを消すか。）
(3)  のℚ上最小多項式を求めよ。（ヒント：x = と置き、どうやってを消すか。）
(4)欠番
(5)  iのℚ上最小多項式を求めよ。
(6) ±のℚ上最小多項式を求めよ。(ここで±は複号同順とは限らない)
(7)欠番
(8) ± のℚ上最小多項式を求めよ。(ここで±は複号同順とは限らない)
(9)欠番

