幾何学序論II補講資料（20131218事後version）
導入：
幾何学序論IIの授業では、

『平面初等幾何学の公理主義的展開』

がテーマである。

今日はトピックスとして、論証数学の極致において根底を揺さぶる

『ゲーデルの不完全性定理』（1931年）

をカジュアルに紹介したい。

（注： ゲーデル（Kurt Goedel）は1906年生まれのオーストリア人である。）

第1部：

まずは、ウォーミングアップとして、古代ギリシャ起源の有名な

自己言及パラドック（逆説）：

《クレタ人は言った。「クレタ人は嘘つきだ」》

を紹介する。

[考察]

クレタ人は、嘘つきか正直者のいずれかである。

もし、クレタ人が嘘つきならば、「クレタ人は嘘つきだ」も嘘になり、クレタ人は正直者になる。

矛盾！

一方、クレタ人が正直者ならば、「クレタ人は嘘つきだ」は真になり、クレタ人は嘘つきになる。

矛盾！

いずれにしても矛盾が生ずる。

[考察終わり]

第２部：
では、本題の

『ゲーデルの不完全性定理』

の紹介にうつる。

（野矢茂樹著『無限論の教室』（講談社現代新書）を参考にした。）

第２部第１項：
唐突だが、

命題Ｇ：「命題Ｇは証明できない」

を考察しよう。

（余談：このＧはゲーデルの頭文字）

[命題Ｇの考察]

命題Ｇは真であるか偽であるかのいずれかである。
場合（１）：命題Ｇが真である場合。

すると、命題Ｇの文章より、命題Ｇは証明できない。

ここに、真であるが証明できない命題が存在する。〈数学の体系の不完全性〉
場合（２）：命題Ｇが偽である場合。

「命題Ｇは証明できない」は誤りである。

すなわち、

命題Ｇは証明できる。・・・①

ところが、この命題Ｇの文章は、

「命題Ｇは証明できない」・・・②

である。

①と②は矛盾している。〈数学の体系は矛盾を孕（はら）む〉
[命題Ｇの考察おわり]

上記の[命題Ｇの考察]より、

『数学の体系は、不完全である（真であるが証明できない命題が存在する）か、矛盾を孕（はら）んでいる』

事が示された。

これを《ゲーデルの第一不完全性定理》と言う。

第２部第２項：（前日の補講では時間切れになった）
[命題Ｇの考察続き]

万が一、数学の体系の無矛盾性（矛盾を孕（はら）まない事）が証明されたら、場合（１）になる。

すなわち、

命題Ｇが（真である事が）証明された。・・・③

だが、真である命題Ｇの文章は、

「命題Ｇは証明できない」・・・④

である。

③と④は矛盾している。

[命題Ｇの考察続きおわり]

上記の[命題Ｇの考察続き]より、

『数学の体系の無矛盾性（矛盾を孕（はら）まない事）は証明できない』

事が示された。

これを《ゲーデルの第二不完全性定理》という。

結語：
《第一不完全性定理》と《第ニ不完全性定理》を合わせて、

『ゲーデルの不完全性定理』と言う。
