幾何学特論第６講
[予備知識]
◎高さ共通の２つの三角形においては、底辺の長さの比が、面積比と等しい：
AB:BC ＝ △OAB：△OBC
　　　　　[image: ]
· 　△OAB ＝  OA・OB・sin∠AOB
　　　　　[image: ]

[bookmark: _GoBack][射影幾何学の基本定理の証明]
　　　　　[image: ]
（A,B;C,D) = ・ = ・ 
( AC:BC = △OAC:△OBC,  BD:AD = △OBD:△OAD  [Oを頂点として高さ共通より])
= ・
= ・・・・①

同様に
（A',B';C',D') =  ・
=・・・・②

∠AOC = ∠A'OC', ∠BOC = ∠B'OC', ∠BOD = ∠B'OD', ∠AOD = ∠A'OD' なので、
1 ＝②となり、（A,B;C,D) = (A',B';C',D')
・・・これ即ち、射影幾何学の基本定理（点射影における複比の普遍性）　　[証明終]



[ Desargues の定理の射影幾何学的別証明 ] ・・・今日の主題
Desargues の定理　点Oから発射する3本の光線上に△ABCと△DEFがある。
すると図のＱ、Ｒ，Ｐは同一直線上に来る。　
　　[image: ]
証明　直線ＡＣをℓ、直線ＤＦをｍと記す。直線ＱＲをｎと記す。
３直線　ℓ、ｍ、ｎ　と　直線ＯＢの交点を、それぞれ　Ｉ，Ｊ，Ｋ　とする。
２直線ＢＣ，ＥＦと直線ｎの交点を、それぞれＰ₁、Ｐ₂とする。（BCとEFの交点はP）
　　　　　[image: ]
(注：本当は、P, P₁, P₂ は同一の点になります。それ故、上図は少し歪んでいます（シュール）。)
(注：QR 上に点 P がある事を示せばよいが、まだ不明。
だから、わざと直線 QR を (BC と EF の交点である)点 P からそらして描き、QR の BC との交点を P₁, EFとの交点を P₂ とした。）
このＰ₁とＰ₂が同一である事を示せばよい（何故なら、この事を示せると　Ｐ＝Ｐ₁＝Ｐ₂となり、３点Ｐ，Ｑ、Ｒが同一直線ｎ上に　のる事になるので）。
Φ　を　Ｏを中心とするℓからｍへの射影、
Φ₁を　Ｂを中心とするℓからｎへの射影、
Φ₂を　Ｅを中心とするｍからｎへの射影　とする。


Ｑ，Ａ，Ｉ，ＣのΦによる像は、□、□、□、□。
よって、複比（Ｑ，Ａ；Ｉ，Ｃ）＝（□、□；□、□）　・・・①

　　　[image: ]
Ｑ，Ａ，Ｉ，ＣのΦ₁による像は、□、□、□、□。
よって、複比（Ｑ，Ａ；Ｉ，Ｃ）＝（□、□；□、□）　・・・②
　　[image: ]
Ｑ，Ｄ，Ｊ，ＦのΦ₂による像は、□、□、□、□。
よって、複比（Ｑ，Ｄ；Ｊ，Ｆ）＝（□、□；□、□）　・・・③
　　　
[image: ]
①、②、③より、
（Ｑ，Ｒ；Ｋ，Ｐ₁）＝（Ｑ，Ｒ；Ｋ，Ｐ₂）
(注)　要するに、ℓ 上の点 Q,A,I,C を二通りの方法で n 上に運んでいる。つまり、まず①で ℓ から m に運び次に③で m から n に運ぶ方法と、②でいきなり ℓ から n に運ぶ方法である。
①③より (Q,A;I,C) = (Q,D;J,F) = (Q,R;K,P₂)
②より (Q,A;I,C) = (Q,R;K,P₁)
故に、
	




　　・　　＝　



よって、　　＝　　　　
すなわち、RP₁：QP₁＝RP₂：QP₂
　　[image: ]
すると　P₁、P₂は　線分RQをおなじ比で外分していることになる。よってP₁とP₂は同一。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終わり）
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